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Numeri
ké itegrovaniePrakti
ký návod na numeri
ký výpo£et ur£itého integrálu je triviálny.

• pomo
ou interpolá
ie vieme vypo£íta´ funk£nú hodnotu v ©ubovo©nom bode (ide,samozrejme, o aproximá
iu funk
ie, nie o jej presné vyjadrenie).

• túto reprezentá
iu spravidla vieme expli
itne analyti
ky zintegrova´ a výsledok integ-rá
ie budeme povaºova´ za vyjadrenie integrálu danej funk
ie

• ¤alej sa budeme zaobera´ základnými metódami na numeri
ký výpo£et ur£itéhointegrálu
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Li
hobeºníková metódaLi
hobeºníková metóda je metóda na výpo£et ur£itého integrálu. Pouºívame triviálnyvz´ah:
∫ x1

x0

f(x) dx =
h

2
[f(x0) + f(x1)]kde h = x1 − x0.Jedná sa o prvý rád tzv. Newton-Cotesovho vz´ahu (obe
nej²iu de�ní
iu tohotovz´ahu sa dozvieme o 
hví©u), ke¤ stupe¬ presnosti je 1.
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Na extrémne jednodu
hom prípade

∫ 1

0

x dx = 1/2

je moºné ukáza´, ºe za istý
h okolností pouºitím tejto aproximá
ie m�ºeme dosta´aj presný výsledok:
∫ 1

0

x dx ≈ 1

2
[f(0) + f(1)] = 1/2Inými slovami, stupe¬ presnosti 1 znamená, ºe vz´ah nám dáva presný výsledok prepolynómy stup¬a nanajvý² 1.
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Simpsonova metóda (pravidlo)Simpsonova metóda (Simpsonovo pravidlo) je tieº metóda na výpo£et ur£itéhointegrálu. V tomto prípade pouºívame paraboli
kú aproximá
iu integrovanej funk
ie. Jeteda logi
ké, ºe potrebujeme pozna´ aspo¬ 3 body (funk£né hodnoty) tejto funk
ie.Napríklad m�ºeme pouºi´ ekvidi²tantné hodnoty: ak x0 a x2 sú kon
ové body intervalu,tak x1 = (x0 + x2)/2 je jeho stredom, a h = |b − a|/2 je vzdialenos´ medzi nimi.Ur£itý integrál sa potom dá aproximova´ hodnotou:

∫ x2

x0

f(x)dx ≈ I =
h

3
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))
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Samozrejme, rozdelením intervalu < x0;x2 > na n podintervalov m�ºeme presnos´výsledku zvy²ova´.Výsledok bude potom, po
hopite©ne, sumou tý
hto hodn�t

I =
h

3
(f(x0)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+· · ·+4f(xn−3)+2f(xn−2)+4f(xn−1)+f(xn))
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Newton-Cotesova kvadratúraJednodu
hým sp�sobom, ako numeri
ky integrova´ nejakú funk
iu je aproximova´ju v danom itervale nejakou funk
iou. Inými slovami, miesto výpo£tu ur£itého integrálufunk
ie ∫ b

a
f(x) dx, h©adáme ur£itý inetgrál funk
ie p(x) ktorá sa jej dostato£ne podobá(má v danom intervale podobný priebeh), teda:

∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

p(x)dx

Najjednodu
h²ou aproximá
iou je, prirodzene, polynóm. Vypo£ítame f(x) v bodo
h

x0, x1, . . . , xn a pouºijeme Lagrangeovu interpolá
iu na nájdenie polynómu p(x) stup¬a

n aby platilo p(xj) = f(xj) pre j = 0, 1, . . . , n.
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Newton-Cotesove vz´ahy dostaneme, samozrejme, za predpokladu, ºe

x0, x1, . . . , xn patria do intervalu na ktorom integrujeme danú funk
iu, ktorú apro-ximujeme Lagrangeovými interpola£nými polynómami.Výsledky sú zosumarizované v tabu©ke:

n
R

p(x) Name

1 h
2(f(x0) + f(x1)) Li
hobeºníková metóda

2 h
3(f(x0) + 4f(x1) + f(x2)) Simpsonova metóda

3 3h
8 (f(x0) + 3f(x1) + 3f(x3) + f(x3)) Simpson 3/8

4 2h
45(7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4)) Milneho metóda
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Ako uº vieme, Simpsonova metóda je Newton-Cotesova kvadratúra pre n = 2,jej odvodenie teraz pouºijeme na ilustrá
iu tý
hto metódy a tieº pre lep²ie po
hopenieme
hanizmu, ako to 
elé funguje.Ch
eme odvodi´ Simpsonovu metódu pre

∫ b

a

f(x)dxpouºijeme Newton-Cotesov vz´ah pre n = 2. V tomto prípade, x0 = a, x2 = b a

x1 = (a + b)/2. Pouºitím Lagrangeovho interpola£ného vz´ahu dostaneme polynóm

p(x) aby p(xj) = f(xj) pre j = 0, 1, 2.
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Odpovedajú
i polynóm je
p(x) = f(x1)

(x − x2)(x − x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+ f(x2)

(x − x1)(x − x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
+ f(x3)

(x − x1)(x − x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)a teda
Z b

a
f(x) dx ≈

Z b

a
f(x1)

(x − x2)(x − x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+f(x2)

(x − x1)(x − x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
+f(x3)

(x − x1)(x − x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
dxTeraz preintegrujeme tento vz´ah. Ak xj = a+hj kde j = 0, 1, 2 a h = |b−a|/2,m�ºeme prepísa´ tento integrál ako

Z b

a
p(x) dx = hf(x0)

Z 2

0

(t − 1)(t − 2)

(0 − 1)(0 − 2)
dt+hf(x1)

Z 2

0

(t − 0)(t − 2)

(1 − 0)(1 − 2)
dt+hf(x2)

Z 2

0

(t − 0)(t − 1)

(2 − 0)(2 − 1)
dtPavel �´avina, Comenius University 10



a ak vypo£ítame integrály z tohoto výrazu, máme

∫ b

a

p(x) dx = hf(x0)
1

3
+ hf(x1)

4

3
+ hf(x2)

1

3a tým dostaneme Simpsonov vz´ah :
∫ b

a

f(x) dx ≈ h

3
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))
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Gaussove kvadratúryV numeri
kej analýze pod kvadratúrou rozumieme aproximá
iu ur£itého integrálunejakou funk
iou, oby£ajne vyjadrenou ako váhovaná suma funk£ný
h hodn�t v ²pe
i�
-ký
h bodo
h z intervalu, na ktorom integrujeme. n-bodová Gaussova kvadratúra námdáva presný výsledok pre polynómy aº do stup¬a 2n − 1. Integrál pri tejto metódevä£²inou vhodnou substitú
iou pre²kálujeme tak, aby sme integrovali na intervale [-1,1℄.samotný vz´ah pre kvadratúru je potom daný ako:

∫ 1

−1

f(x) dx ≈
n

∑

i=1

wif(xi)

Body v ktorý
h potom funk£nú hodnotu po£ítame sú kore¬mi polynómu patria
ehodo nejakej triedy tzv. ortogonálny
h polynómov.
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Vyjadrenie pre Legendrove polynómyAk pouºijeme Legendrove polynómy, po£ítame funk£né hodnoty nasledovný
h bo-do
h sa nasledovnými váhami:Po£et bodov n body xi váhy wi1 0 22 ±
√

1/3 13 0 8/9

±
√

3/5 5/94 ±0.339981044 ±0.652145155
±0.861136312 ±0.347854845

0 0.5688895 ±0.538469 0.478629
±0.906180 0.236927Pavel �´avina, Comenius University 13



Pre²kálovanie integra£ného intervaluIntegra£ný interval pre²kálujeme nasledovným sp�sobom:

∫ b

a

f(t) dt =
b − a

2

∫ 1

−1

f

(

b − a

2
x +

a + b

2

)

dx

a po apliká
ii uº spomínaného pravidla dostaneme pre odhad I :

I =
b − a

2

n
∑

i=1

wif

(

b − a

2
xi +

a + b

2

)
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Iné vyjadrenia pre Gaussove kvadratúryVo v²eobe
nosti, m�ºeme pouºi´ aj iné vyjadrenia pre integrál

∫ b

a

Ω(x) f(x) dxanalogi
ký postup potom vedie, samozrejme, tieº k odli²ným pravidlámInterval Ω(x) Ortogonálne polynómy

−1, 1 1 Legendrove polynómy

−1, 1 1√
1−x2

�eby²evove polynómy

0,∞ e−x Laguerre-ove polynómy

−∞,∞ e−x2 Hermitove polynómyPavel �´avina, Comenius University 15



Ku
hárske poznámkyZamyslime sa nad rý
hlos´ou konvergen
ie, napr. Gaussovská integra£ná pro
edúrazo starého balíka CERNLIB (balík písaný v jazyku FORTRAN) funguje nasledovne:

• urobí Gaussa 
ez 8 bodv a zárove¬ 
ez 16 bodv

• výsledky porovná
• ak sa nelí²ia via
, neº je poºadovaná presnos´ - úspe
h

• ak sa lí²ia, zoberie sa len polovi£ný interval a na ¬om sa pro
edúra opakuje

• v prípade úspe
hu sa pokra£uje na susedný podinterval
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Samozrejme, podsúva sa nám otázka, na£o sa pri dne²ný
h rý
hly
h strojo
h trápi´s komplikovanej²ím algoritmom typu Gauss, ak pre jemnej²ie delenie intervalu pouºitímtriviálneho Simpsona, m�ºem dosta´ rovnaký výsledok ? Bude to sí
e £asovo náro£nej²ie,ale to nevadí, stroj to spo£íta...
• To je pravda, ale len v prin
ípe !

• v praxi niekedy áno, ale niekedy aj nie... ;-)
• problém je v tom, ºe obidve metódy kovergujú, ale Simpson pomal²ie

• najmä v prípade via
rozmerný
h integrálov m�ºu konvergen
iu predbehnú´ zaokrúh-©ova
ie 
hyby
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• kone£ná presnos´ reprezentá
ie reálny
h £ísel v po£íta£i za-prí£i¬uje, ºe príli² jemné delenia nemajú zmysel !

• po£íta£ medzi dvoma blízkymi £íslami nevidí ºiaden rozdiela po£íta s ve©kou 
hybou !
• m�ºe sa teda sta´, ºe zaokrúh©ova
ie 
hyby v�be
 nedovolia dosiahnu´ Simpsonovipoºadovanú presnos´, kým Gauss nemá prolémy !
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• rý
hlos´ konvergen
ie sa dá zvý²i´ aj adaptívnymi te
hnikami h©adania správnejjemnosti delenia na podintervaly

• Nie je v�be
 nutné aby jemnos´ delenia bola na 
elej oblastiintegrovania rovnaká !
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Substitú
ia pri numeri
kom integrovaníStratégia zjem¬ovania delenia inegra£ného intervalu nie vºdy vedie k 
ie©u:

• ak podintegrálna funk
ia v prin
ípe nie je dobre aproximovate©ná polynómom, prebe-rané metódy nebudú konvergova´ a stroskotajú na zaokrúh©ova
í
h 
hybá
h a/alebona z £asového h©adiska prohibitne jemnom delení

• typi
kými prípadmi sú singulárne alebo skorosingulárne 
hovanie podintegrálnej fun-k
ie v niektorý
h bodo
h - ak napríklad podintegrálna funk
ia diverguje, polynomiálnemetódy £asto integrál nezrátajú, ho
i integrál danej funk
ie existuje

• ¤al²ím príkladom sú funk
ie s vysokým úzkym píkom, kde pri nedostato£ne jemnomdelení si pík v�be
 nemusím v²imnú´ a dostanem totálne 
hybný výsledok, ak nejakýuzol metódy padne do píku, dostanem akoby �uktuá
iuPavel �´avina, Comenius University 20



• stru£ne zhrnuté, príli² nekon²tantný priebeh funk
ie sa zleintegruje
• ...a ako je zrejmé, naj©ah²ie sa integruje kon²tantná funk
ia

• Vhodnou substitú
iou v²ak m�ºem kaºdý integrál previes´na integrál z kon²tantnej funk
ie !
• po¤me sa zamyslie´ nad týmto tvrdením.....
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Ozrejmíme si najprv jednu teoreti
kú, i ke¤, ako uvidíme, prakti
ky nevyuºite©núpravdu:V integráli ∫

f(x) dx urobíme substitú
iu x = g(t)a dostanem
∫

f(x) dx =

∫

f(g(t)) · g′(t) dtak zvolím g(t), tak, aby platilo ºe
g′(t) =

1

f(g(t))tak triválne vidíme, ºe integrujeme kon²tantnú funk
iu !Pavel �´avina, Comenius University 22



ak prepí²eme pred
hádzjú
i vz´ah pomo
ou primitívnej funk
ie f(x) = F ′(x) ako

g′(t) =
1

F ′(g(t))a spomenieme si na vetu o derivá
ii inverznej funk
ie, tak vidíme, ºe na²ou substi-tú
iou je funk
ia inverzná k primitívnej.Teda ak 
h
eme previes´ integrál na integrál z kon²tantnej funk
ie, potom musímepozna´ primitívnu funk
iu k f(x) (a e²te ju dokon
a aj obráti´), teda musíme vedie´funk
iu f(x) analyti
ky zintegrova´.Tautológia, ktorá sa dala £aka´.Napriek tomu to nie je neplodná úvaha.Pavel �´avina, Comenius University 23



Há£ik je v tom, ºe asi nepoznáme integrál z funk
ie f(x), iná£ by sme sa nepokú²alio numeri
ké integrovanie. Ale ak nájdeme funk
iu h(x), ktorá má ve©mi podobný priebehako funk
ia f(x), pri£om k nej primitívnu funk
iu H(x) poznáme a dokon
a ju viemeaj obráti´. Potom volíme substitú
iu
x = g(t) = H−1(t); g′(t) =

1

h(g(t))a teda

∫

f(x) dx =

∫

f(H−1(t)) · 1

h(H−1(t))
dtKe¤ºe f(x) a h(x) majú skoro rovnaký priebeh, vlastne sme v premennej t dostaliintegrál zo skoro-kon²tanty, ktorý sa uº numeri
ky bude robi´ dobre.Pavel �´avina, Comenius University 24



Integrovanie metódou Monte CarloIntegrovanie Monte Carlo je zaloºené na vnímaní integrálu ako strednej hodnoty. Naintegrál sa £astej²ie dívame ako na výpo£et plo
hy pod krivkou. Ale je to to isté, akour£enie strednej hodnoty funk
ie de�novanej vz´ahom

< f >=

∫ b

a
f(x)dx

b − aAk strednú hodnotu < f > ur£íme ako strednú hodnotu n funk£ný
h hodn�t v

n náhodne vybraný
h bodo
h, potom vlastne nájdeme experimentálne hodnotu tohointegrálu.

• Kaºdá Monte Carlo po£íta£ová simulá
ia, i ke¤ p�vodne nekon
ipovaná ako výpo£etintegrálu, sa dá 
hápa´ ako výpo£et akéhosi �ktívneho integrálu.Pavel �´avina, Comenius University 25



{double integ sum = 0;int n = po
et itera
ii;double a = dolny limit;double b = horny limit;for(int i=0;i<n;i++) {double x = a + (b-a)*random();integ sum += f(x);}double f
n mean = integ sum/n;double integral = (b-a) * f
n mean;}
Pavel �´avina, Comenius University 26


