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Numerické itegrovanie

Prakticky navod na numericky vypocet urcitého integralu je trivialny.

e pomocou interpolacie vieme vypocitat funként hodnotu v lubovolnom bode (ide,
samozrejme, o aproximaciu funkcie, nie o jej presné vyjadrenie).

e tlto reprezentaciu spravidla vieme explicitne analyticky zintegrovat a vysledok integ-
racie budeme povazovat za vyjadrenie integralu danej funkcie

e dalej sa budeme zaoberat zakladnymi metédami na numericky vypocet ur&itého
integralu
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Lichobeznikova metdda

Lichobeznikovd metoda je metdda na vypocet urcitého integralu. Pouzivame triviadlny
vztah:

[ f@de = 3o+ f)

kde h:CIZl — Xy.

Jedna sa o prvy rad tzv. Newton-Cotesovho vztahu (obecnejsiu definiciu tohoto
vztahu sa dozvieme o chvilu), ked stupen presnosti je 1.
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Na extrémne jednoduchom pripade

1
/ rdr =1/2
0

je mozné ukazat, Zze za istych okolnosti pouzitim tejto aproximacie mdzeme dostat
aj presny vysledok:

/0 vdr ~ J[(0) + f(1)] = 1/2

Inymi slovami, stupen presnosti 1 znamend, Zze vztah ndm dava presny vysledok pre
polynémy stupha nanajvys 1.
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Simpsonova metéda (pravidlo)

Simpsonova metoda (Simpsonovo pravidlo) je tiez metéda na vypocet urcitého
integralu. V tomto pripade pouzivame parabolick( aproximaciu integrovanej funkcie. Je
teda logické, ze potrebujeme poznat aspon 3 body (funkéné hodnoty) tejto funkcie.
Napriklad mézeme pouzit ekvidistantné hodnoty: ak xg a x5 st koncové body intervalu,
tak x1 = (xg + x2)/2 je jeho stredom, a h = |b — a|/2 je vzdialenost medzi nimi.
Urcity integral sa potom da aproximovat hodnotou:

[ f@yde = 1= 55 (w0) + 41 (1) + f(22)
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Samozrejme, rozdelenim intervalu < xq;x2 > na n podintervalov mézeme presnost
vysledku zvyZovat.

Vysledok bude potom, pochopitelne, sumou tychto hodnét

I = g(f (zo)+4f (1) +2f (w2)+4f (x3)+ - +4f (Tn_3)+2f (Tp_2)+4f (xp_1)+f(xn))
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Newton-Cotesova kvadratiira

Jednoduchym spésobom, ako numericky integrovat nejaka funkciu je aproximovat
ju v danom itervale nejakou funkciou. Inymi slovami, miesto vypoctu urcitého integralu

funkcie f; f(x) dz, hladame urcity inetgral funkcie p(x) ktora sa jej dostatocne podoba
(ma v danom intervale podobny priebeh), teda:

/a b () dz ~ / bp(x)da:

Najjednoduchsou aproximaciou je, prirodzene, polyném. Viypocitame f(x) v bodoch
To,T1,. .., Ty apouzijeme Lagrangeovu interpolaciu na najdenie polynému p(x) stupna
n aby platilo p(x;) = f(x;) pre j =0,1,...,n.
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Newton-Cotesove wvztahy  dostaneme, samozrejme, za  predpokladu, ze
g, X1,...,Ty patria do intervalu na ktorom integrujeme dand funkciu, ktord apro-
ximujeme Lagrangeovymi interpola¢nymi polynémami.

Vysledky st zosumarizované v tabulke:

n [ p(x) Name

1 2(f(zo) + f(z1)) Lichobeznikova metéda
2 B(f(zo) +4f(z1) + f(22)) Simpsonova metéda
3 W (f(xo) + 3f (1) + 3f(w3) + f(x3)) Simpson 3/8

4 | 2B(7f(mo) + 32f(z1) + 12f(x2) + 32f (z3) + 7f(x4)) Milneho metéda
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Ako uz vieme, Simpsonova metida je Newton-Cotesova kvadratira pre n = 2,
jej odvodenie teraz pouzijeme na ilustraciu tychto metddy a tiez pre lepsie pochopenie
mechanizmu, ako to celé funguje.

Chceme odvodit Stmpsonovu metodu pre

/a b f(x)dz

pouzijeme Newton-Cotesov vztah pre n = 2. V tomto pripade, g = a, x5 = b a
x1 = (a + b)/2. Pouzitim Lagrangeovho interpolacného vztahu dostaneme polyném

p(zx) aby p(z;) = f(x;) pre j =0,1,2.
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Odpovedajici polyném je

(x — x22)(z — x3)
(z1 — z2)(71 — x3)

(z —z1)(x — x3) (z —x1)(x — x2)
(x2 — x1) (T2 — 3) + Flws) (x3 — 1) (T3 — 72)

p(z) = f(z1) + f(z2)

a teda

b b r — X xr — X xr — X r — X xr — X r — X
/af(x)dx%/a f(w1)( 2)( 3) +f(w2)( 1)( 3) +f(x3)( 1)( 2) du

(z1 — z2) (71 — 3) (x2 — 1) (w2 — 3) (x3 — 1) (T3 — 72)

Teraz preintegrujeme tento vztah. Ak x; = a+hj kde j =0,1,2a h = |b—al/2,
mdzeme prepisat tento integral ako

’ _ (=1 =2) (- 0)-2) (t— 0)(t — 1)
/ap(az)dx_hf(wo)/o (0_1)(0_2)dt+hf(x1)/0 101 _2) dt+hf(x )/ =01 dt
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a ak vypocitame integraly z tohoto vyrazu, mame

b 1 4
/ p(x)dz = hf(zo)s + hf(z)e + hf(s)=

3 3

a tym dostaneme Simpsonov vztah

[ e~ 250 + 4760 + f(22)
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Gaussove kvadratiry

V' numerickej analyze pod kvadratirou rozumieme aproximéciu urcitého integralu
nejakou funkciou, obycajne vyjadrenou ako vahovana suma funkenych hodnét v Specific-
kych bodoch z intervalu, na ktorom integrujeme. n-bodovéd Gaussova kvadratiira nam
dava presny vysledok pre polynémy az do stupna 2n — 1. Integral pri tejto metdde

"

samotny vztah pre kvadratiru je potom dany ako:

/_11 f(z)de ~ i’wz‘f(%')

Body v ktorych potom funként hodnotu pocitame st koreimi polynému patriaceho
do nejakej triedy tzv. ortogonalnych polynémov.
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Vyjadrenie pre Legendrove polynémy

Ak pouzijeme Legendrove polynémy, pocitame funkéné hodnoty nasledovnych bo-

doch sa nasledovnymi vahami:

Pocet bodov n body x; vahy w;
1 0 2
2 +4/1/3 1
3 0 8/9
+/3/5 5/9
4 +0.339981044 | £0.652145155
+0.861136312 | £0.347854845
0 0.568889
5 +0.538469 0.478629
+0.906180 0.236927
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Preskalovanie integracného intervalu

Integracny interval preskalujeme nasledovnym spésobom:

b b—a [} b—a a-+b
/af(t)dt: 5 /_1f( 5 T + 5 )d:zj

a po aplikdcii uz spominaného pravidla dostaneme pre odhad I

b— a — b—a a-+b
J — . .
5 ;wzf( 5 Ti+ 5 )
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Iné vyjadrenia pre Gaussove kvadratiry

Vo vieobecnosti, mézeme pouzit aj iné vyjadrenia pre integral

analogicky postup potom vedie, samozrejme, tiez k odlidnym pravidlam

/a 0e) f(2) da

Interval | Q(x) | Ortogonalne polynémy
—1,1 1 Legendrove polynéomy
—1,1 - Cebysevove polynémy

1—x2
0, 0o e Laguerre-ove polynémy
—00, 00 e Hermitove polynémy
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Kuchéarske poznamky

Zamyslime sa nad rychlostou konvergencie, napr. Gaussovska integracna procedira

zo starého balika CERNLIB (balik pisany v jazyku FORTRAN) funguje nasledovne:

e urobi Gaussa cez 8 bodv a zaroven cez 16 bodv

e vysledky porovna

e ak sa nelidia viac, nez je pozadovana presnost - Gspech

e ak sa lisia, zoberie sa len poloviény interval a na hom sa procedira opakuje

e v pripade Gspechu sa pokracuje na susedny podinterval
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Samozrejme, podsiiva sa ndm otazka, naco sa pri dnednych rychlych strojoch trapit
s komplikovanejsim algoritmom typu Gauss, ak pre jemnejsie delenie intervalu pouzitim
trivialneho Simpsona, mézem dostat rovnaky vysledok ? Bude to sice ¢asovo narocnejsie,
ale to nevadi, stroj to spocita...

e [0 je pravda, ale len v principe |
e v praxi niekedy ano, ale niekedy aj nie... ;-)
e problém je v tom, Ze obidve metédy koverguji, ale Simpson pomalsie

e najma v pripade viacrozmernych integralov mézu konvergenciu predbehnat zaokrih-
lovacie chyby
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o konecna presnost reprezentacie readlnych &isel v pocitacdi za-
pricinuje, ze prilis jemné delenia nemajd zmysel |

e pocita¢ medzi dvoma blizkymi &islami nevidi Ziaden rozdiel
a pocita s velkou chybou |

e mdze sa teda stat, ze zaokrthlovacie chyby vébec nedovolia dosiahnut Simpsonovi
pozadovani presnost, kym Gauss nema prolémy |
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e rychlost konvergencie sa da zvysit aj adaptivnymi technikami hladania spravne;
jemnosti delenia na podintervaly

e Nie je vobec nutné aby jemnost delenia bola na celej oblasti
integrovania rovnaka |
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Substittcia pri numerickom integrovani

Stratégia zjemhovania delenia inegracného intervalu nie vzdy vedie k cielu:

e ak podintegralna funkcia v principe nie je dobre aproximovatelna polynémom, prebe-
rané metédy nebudd konvergovat a stroskotaja na zaokrahlovacich chybach a/alebo
na z ¢asového hladiska prohibitne jemnom deleni

e typickymi pripadmi s singularne alebo skorosingularne chovanie podintegrélnej fun-
kcie v niektorych bodoch - ak napriklad podintegralna funkcia diverguje, polynomialne
metédy Casto integral nezrataji, hoci integral danej funkcie existuje

e dalsim prikladom s funkcie s vysokym Gzkym pikom, kde pri nedostatocne jemnom

deleni si pik vobec nemusim v3imnit a dostanem totalne chybny vysledok, ak nejaky
uzol metddy padne do piku, dostanem akoby fluktuaciu
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o stru¢ne zhrnuté, prilis nekonstantny priebeh funkcie sa zle
integruje

o ...a ako je zrejmé, najlahsie sa integruje konstantna funkcia

e Vhodnou substitiiciou vdak moézem kazdy integral previest
na integral z konstantnej funkcie |

e podme sa zamysliet nad tymto tvrdenim.....
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Ozrejmime si najprv jednu teoretickl, i ked, ako uvidime, prakticky nevyuziteln(
pravdu:

V integrali [ f(z) dx urobime substitaciu x = g(t)
a dostanem
[ @) de = [ 190 g(0) a

ak zvolim ¢(t), tak, aby platilo zZe

tak trivalne vidime, Ze integrujeme konstantnt funkciu !
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ak prepiseme predchadzjaci vztah pomocou primitivnej funkcie f(x) = F'(x) ako

1
- F(g(1))

a spomenieme si na vetu o derivacii inverznej funkcie, tak vidime, Zze naSou substi-
thciou je funkcia inverzna k primitivnej.

g'(t)

Teda ak chceme previest integral na integral z konstantnej funkcie, potom musime
poznat primitivnu funkciu k f(x) (a este ju dokonca aj obratit), teda musime vediet
funkciu f(x) analyticky zintegrovat.

Tautoldgia, ktora sa dala ¢akat.

Napriek tomu to nie je neplodné Gvaha.
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Hacik je v tom, Ze asi nepozname integral z funkcie f(x), ina¢ by sme sa nepokasali
o numerické integrovanie. Ale ak najdeme funkciu h(x), ktord ma velmi podobny priebeh
ako funkcia f(x), pricom k nej primitivnu funkciu H(x) pozname a dokonca ju vieme
aj obratit. Potom volime substiticiu

a teda

/ f(x) da = / FEH D) h(HL(t)) dt

Kedze f(x) a h(xz) maji skoro rovnaky priebeh, vlastne sme v premennej ¢ dostali
integral zo skoro-konstanty, ktory sa uz numericky bude robit dobre.
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Integrovanie metédou Monte Carlo

Integrovanie Monte Carlo je zalozené na vnimani integralu ako strednej hodnoty. Na
integral sa CastejSie divame ako na vypocet plochy pod krivkou. Ale je to to isté, ako
urcenie strednej hodnoty funkcie definovanej vztahom

f(f f(z)dx
b

— a

< f>=
Ak strednt hodnotu < f > uréime ako strednd hodnotu n funkénych hodnét v
n nahodne vybranych bodoch, potom vlastne najdeme experimentalne hodnotu toho

integralu.

e Kazda Monte Carlo pocitacova simulacia, i ked pévodne nekoncipovana ako vypocet
integralu, sa da chapat ako vypocet akéhosi fiktivneho integrélu.
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{

double integ_sum = O;

int n = pocet_iteracii;
double a = dolny_limit;
double b = horny_limit;
for(int i=0;i<n;i++) {

double x = a + (b-a)*random() ;

integ_sum += f(x);

¥

double fcn_mean = integ_sum/n;
double 1integral

}

(b-a) * fcn_mean;
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