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Reprezentacie, interpolacie a fity

Reprezentacia funkcie

e Vo fyzike vacsinou pracujeme so spojitymi hodnotami veli¢in a so spojitymi funkciami
v obore redlnych &isel.

e / toho vyplyva problém reprezentacie takychto hodnét v pocitaci, kedze klasicky
pocitac je diskrétny stroj: v zdsade pracuje v aritmetike celych &isel a redlne Cisla
zobrazuje iba priblizne, ako racionalne zlomky napriklad v dvojkovej ststave.

e \/znikd nam problém reprezentacie readlneho &isla a s tym shvisiace zaokrihlovacie
chyby (tato otazku sme ale diskutovali v jednej z predchadzajicich prednasok).
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e Druhy problém je reprezentacia funkcie. Problém je v tom, Ze len malo funkcii
vieme vyjadrit v analytickom tvare a i v tom pripade len zriedkavejsie pouzivame
funkciu jej hodnotami vo vybranych bodoch alebo inym vhodnym spésobom tak, aby
sa celd informécia o funkcii dala reprezentovat v pocitaci pomocou konecného poctu
racionalnych cisel.

e Takyto stbor Cisel potom predstavuje celt informaciu, ktort pocita¢ o funkcii ma a
vietko sa nakoniec musi odvolavat az na fu.

e Vo fyzike je eSte dalsia motivacia pre diskrétne reprezentacie: experiment. Experiment
totiz spravidla poskytuje tiez len hodnoty v diskrétnych bodoch: sledovand funkéna
zavislost je preto diskrétne reprezentovana. Problémy s tym sivisiace si starsie ako
pocitace a obvykle sa v knizkdch diskutuji osobitne ako problémy interpolacii.

Pavel Stavina, Comenius University 3



Interpolacia

Presnejsi nazov toho, ¢im sa ideme zaoberat, by mal byt

Interpolacie sietovych funkcii.

lde o funkcie reprezentované v zadanych diskrétnych bodoch svojimi hodnotami.
Ulohou je napisat procediru, poskytujicu hodnotu funkcie v [ubovolnom bode mimo
uzlovych bodov. Budeme sa zaoberat jednorozmernym pripadom.
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Lagrangeova interpolacia

Z4kladnd myslienka je jednoduchéa. Kazdymi IV bodmi sa da prelozit polyném stupna
(N — 1). Re¢ou matematiky:

Nech (z1,vy1), (z2,Y2),- .., (Tn,yn) je 7 bodov v rovine ( z; # x; pre i # j).
Potom tu musi existovat prave jeden polyném p(x) stupha maximalne n — 1 taky Ze

yi =p(x;) prei=1,...,n.
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Tento polyném nédjdeme pomocou Lagrangeovho interpolac¢ného vztahu:

f(x) Yo e f(x)
(7 — w2) f'(x2) (= xn) f'(20)

kde f(x) = (x —x1)(x —22) - - (x — xp).

alebo
B (x —x2)(x —x3) ... (T — xp) (x —x1)(x —23) ... (r — xp)
p(z) = (r1 —x2)(x1 —23) ... (21 — xn)+y2(a:2 —x1)(xo — x3) ... (T2 — Tp)
P, (r —x1)(x—22) ... (x — p_1)

(xn —x1)(xy —22) ... (T — Tp_1)
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Lagrangeova interpolacia
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Kubicky spline

e Pomerne vieobecna definicia spline hovori Ze je to po ¢astiach polynomialna funkcia
stupna m, ktord méa spojité derivacie az do stupna p.

o Mysli sa tym, Ze dany cely interval rozdelime na podintervaly a na kazdom z nich

aproximujeme (interpolujeme) funkciu polynémom stupia m, pricom koeficienty tych
polynémov volime tak, aby to ako celok malo spojité derivacie az do stupna p.
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Kubicky spline

Ak mame N + 1 bodov {(xg, yx)} pre ktoré plati

a=Tg<: < ITN.

potom funkcia S(x) sa nazyva kubicky spline ak existuje N kubickych polynémov
Sk(x) s koeficientami si ; 0 < i < 3 s nasledovnymi vlastnostami

1. S(z) = Sp(z) =320 spile — ) Vo € [zp,ap] 0<E<SN—1
2. S(Zlfk):yk 0<k<N

3. Sk(xk_H) = Sk—l—l(£k—|—1) 0 < k < N — 2
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4 Si(xi1) =S (hp1) 0<E<SN -2

5. S/ (whs1) = S (wpg1) 0<k <N —2

Body z prvej rovice sa nazyvaji uzlové body.

Kubicky spline nam nielenze interpoluje data {(xk,yr)} ale zaroven garantuje aj
spojitost prvej a druhej derivacie. K danym rovniciam je eSte potrebné dodefinovat
okrajové podmienky. Jedna z moznosti je definovat ich ako S”(a) =0 S”(b) = 0,
¢o sa nazyva prirodzeny spline. Je mozné pouzit aj iné okrajové podmienky, o zneje
pomerne trividlne, avdak okolo ¢oho je mozné urobit aj samostatnd prednasku, ak by
sme sa problému chceli zhostit naozaj dékladne.
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vhodne pouzity spline

spline
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toto je tiez korektne matematicky spocitany spline ;-)

spline

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Fit a optimalizacia

e pojem FIT (to fit - pasovat, hodit sa) je pévodne slangovy a znamena ""napasovanie”

nejakej krivky na data, teda nafitovanie dat

e z matematického hladiska ide o preurent alohu

e typicky pripad je ten, ze mam data (uzlové body) a viem, Ze teoreticky by pozorovana

zavislost mala mat nejaky tvar
e hladame teda konkrétne parametre (vektor parametrov) pre funkciu znameho typu

e data, vzhladom na chyby merania, nebudi striktne lezat na krivke
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Priklad linearnej funkcie

40

35

30

25

20

15

10

5

Pavel Stavina, Canenius Universi?y

14



e z uvedeného je jasné, ze je mozné postupovat vo vieobecnosti nasledovne:

— definujeme si test, ktory pre lubovolny tvar krivky urci ako kvalitne st data
popisané

— prevedieme Glohu na optimalizaénd, t.j. hladame taky vektor (stbor) parametrov
funkcie daného typu, aby nase data boli (podla daného testu - samozrejme)
optimalne popisané

— struéne povedané, ocenit navrhnuté riesenie sa da jednoduchsie, nez riesenie priamo
najst
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Co je to optimalizacnd wloha ? /avedenim vhodnej schémy reprezentacie
v priestore funkcii (teda zavedenim systému zovdeobecnenych suradnic) sa dloha najst
neznamu funkciu, splhajicu nejaké podmienky transformuje na dlohu néjst diskrétny
subor koeficientov (zovseobecnenych siradnic), ktoré splhaja urcité podmienky. Tieto
podmienky pre stradnice vieobecne dostaneme, ak podmienky pre pévodne hladana
funkciu vyjadrime pre funkciu vyjadrent pomocou zovdeobecnenych siradnic. Mame
teda N zovdeobecnenych stradnic, ktoré maja splhat nejaké podmienky. Velmi ¢asto sa
stava, ze tieto podmienky st sformulované ako optimalizacna dloha: zadana je funkcia
zovseobecnenych stradnic

F(zy,...,xy)
a dlohou je najst také hodnoty saradnic xq,...,x,, pre ktoré je prislusnd hod-
nota F'(x1,...,xy,) optimalna. Priestor premennych budeme volat tiez konfiguragnym

priestorom, niekedy priestorom stavov.

Pavel Stavina, Comenius University 16



Metdda najmensich Stvorcov

Predpokladdame, ze mame stbor nezavislych N merani y; v bodoch a; pricom chyba

je Gaussovsky rozlozend a my sa snazime najst taky odhad vektora parametrov «, aby
veli¢ina

N

- F(a:z, @)’

1=1

bola minimalna. « je vektor k parametrov a; — ay,. Velicina x? je rozdelena podla
rozdelenia x? s (n — k) stupiiami volnosti.
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Hodnota x? delenad poctom stupiiov volnosti sa nazyva x? na stupeh volnosti

(x*/ndf).

e Ak je fit dobry, hodnota x?/ndf je ¢islo blizke 1, t.j. funkcia popisuje body tak, ze
bod sa v priemere od funkcie odchyluje o chybu, s ktorou ho pozname.

v

schopna nam dobre popisat data, alebo ze chyby mame nerealisticky malé, pripadne
ze minimaliza¢ny algoritmus neskonvergoval.

e Ak je x?/ndf podstatne mensi ako 1 (to sa stava zriedka), obycajne to znamena, ze
pouzivame funkciu s privelkym poctom parametrov alebo mame primalo bodov na
taky fit.
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Linedrny pripad

V linearnom pripade mézeme néjst taka funkciu F'(x; «r), ktord je linearnou funkciou
« a teda ju mézeme vyjadrit ako

F(r;a) = Zozi - fi(x)

kde k < N. Funkcie f;(x) st linedrne nezavislé funkcie, kde © = 1 — k. VV opanom
pripade sa jednad o nelinearny problém.

e Linearny problém (hladanie globalneho minima) sa da riesit analyticky - vypoctom.

e Najtypickejsim prikladom je polynomialny fit. Najprv si urobime pre ilustraciu tento
vypocet pre priamku
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e Mame data (z1,y1),---, (Tn,Yn).
e Chceme ich popisat priamkou y = ax + b

e nasou Ulohou je najst také koeficienty a, b, aby priamka nejlepsim moznym sp6sobom
popisala (interpretovala) data
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Ak pre jednoduchost predpokladame,ze chyby vietkych dat st rovnaké, minimalizu-
jeme vyraz M, dany ako

n

M(a,b) = Z(aazk +b—yp)?
k=0

ktory nadobida hodnotu v zavislosti od parametrov a a b, a ktory sa da po Gpravach
napisat ako

M(a,b) = a’ - ixi + 2ab - ixk + nb® — 2a - ixkyk —2b - iyk + iyi
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Extrém funkcie M hladane pomocou poziadavky na nulové parcialne derivacie:

OM (a,b) L. i .
0=""—7 :2&-;xk+2b-;xk—2-;xwk

OM (a,b) & &
= 5 = 2a - g 2nb — 2 - E
0 ; a 2 Tr + 2nb 2 Yk
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a vyriesenim tychto rovnic dostaneme

_n 22:1 LYk — 22:1 Lk 22:1 Yk

- ZZzl .CIZ% - (ZZ:1 T )?

a

b = ZZ:l Yk - Zzzl xi . ZZ:1 Lk ZZ:1 LEYk

n- ZZ:1 5’7% — (ZZ:l Tk)?

Pavel Stavina, Comenius University

23



¢o po dosadeni do rovnice priamky y = ax + b dava vyraz

y:”ZZ L TRYE = D ey Th " D g 19k . Zk LYk D k1 T~ Dokt Tk Doy ThYk
ne Y pm1 T — (D p=1 k) ne Y em1 T — (Dp=1 Tk)?

Podobne sa to da odvodit pre parabolu, polyném [ubovolného stupha alebo ind
linearnu kombinaciu nejakych bazovych funkcii. NajkompaktnejSie sa da rieSenie vyjadrit
v maticove| notacii.
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Predpokladame, ze mame stbor N merani y; v bodoch z;. Hladame taky odhad
vektora parametrov « (ktorych je k), aby bol x? minimalny. Chyby merani ; v bodoch
x; st dané kovarian¢nou maticou V;, rozmerov N X N. Definujme si maticu H rozmerov
N X k, ktorej maticové elementy st dané ako

H;; = fj(z;)

Pre najvieobecnejsi linearny pripad, ked veli¢iny nie st nezavislé, riegenie tohoto
problému je maticovou rovnicou

(H"V, ' H)a=H" Vv, 'y

z Coho trividlne pre odhad vyplyva
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. T vy—1 =1 7T v/—1
a=@H"V, H) H V" y=Dy
Chyby parametrov odhadu st dané kovarianénou maticou

Va=DV, D"

Odhad vektora « pri nelinearnych problémoch sa hlada vaésinou pomocou numericke;
minimalizacie (optimalizacie).
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Numerickd optimalizacia

e [zv. krdc¢acie metddy
e | okalne a nelokdlne metddy

e Metody Monte-Carlo

Pavel Stavina, Comenius University
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Jednorozmerné optimalizacie

Success-failure

lde o najjednoduchsiu kracaciu metédu.

e Definujeme si test - tzv. cenova funkcia (dajme tomu metéda najmensich Stvorcov).

e V kazdom okamihu mame zadant momentalnu polohu, velkost a smer (v jednom
rozmere to znamend dopredu alebo dozadu) kroku.

e Pokusne spravime z aktualnej polohy dany krok a vycislime cenovi funkciu v tejto
pokusnej polohe.

Pavel Stavina, Comenius University
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e Ak je cena nizdia ako v aktudlnej polohe, povazujeme to za Uspech, akceptujeme
pokusnl polohu ako novi aktualnu polohu a pokrac¢ujeme daldim kolom.

e Ak pokusna poloha znamena vyssiu cenu, povazujeme to za netspech a aktualnu
polohu nemenime, ale upravime si krok: vhodne ho skratime a zmenime jeho smer na
opacny.

e Ak nastant dva aspechy po sebe, povazujeme to za znamenie ze mbézeme kracat

e
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Metdda paraboly

Typické dokoncovacie metddy st obvykle zalozené na vhodnej aproximéacii minimali-
zovanej funkcie v okoli lokdlneho minima, zvac8a na nejakej kvadratickej aproximacii.

e Typcikym predstavitelom je metéda paraboly: Ak priblizovacia metdda nasla tri body

x1 < o < x3 , ktorych ceny s usporiadané ako f1 > fo < f3 , potom sme zjavne
ohranicili polohu lokdlneho minima.

e Cez tri body v takomto usporiadani sa da prelozit konvexna parabola.

e Analytickym vypoc¢tom sa z keoficientov tejto kvadratickej interpolacie da vypocitat
poloha vrcholu tejto paraboly a vykona sa skok rovno do stradnice vrcholu s tym, ze
hodnota kroku pre dalsie kracanie sa podstatne zmensi
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Viacrozmerné optimalizacie

Fixné stradnice

Trivialny, hoci nie velmi nadejny postup spociva v chapani viacrozmernej optimali-
zacie ako opakovanej postupnosti jednorozmernych optimalizacii.

e fixujeme vietky stradnice okrem jednej a v smere tejto stradnicovej osi optimalizujeme
ako jednorozmerny problém, kym nendjdeme lokalne jednorozmerné optimum.

e takto najdent sdradnicu zafixujeme, uvolnime daldiu stradnicu a optimalizujeme
pozdlz nej.

e postupne vystriedame vsetky stradnice.
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e vratime sa znova optimalizovat pozdlz prvej osi....

e .. .a tak stale dokola kym vhodné zastavovacie kritérium optimalizdciu neukondi.

Pavel Stavina, Comenius University
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Rotujlce stradnice

Optimalizacia pozdlz fixnych saradnicovych osi kraca v konfiguragnom priestore vo
vSobecnosti len malymi krokmi, pretoze ani jedna zo stradnicovych osi nema smer lokal-
neho gradientu, pozdlz ktorého by sa dalo optimalizovat najefektivnejsie. Jednorozmerné
optimalizacie potom adaptivne nachadzaji pomerne malé hodnoty pre typické velkosti
krokov. Popisany nedostatok metédy fixnych stradnic s¢asti odstraiuje metéda rotécie
stradnic.

e Zatneme ako pri metéde fixnych stradnic postupnou optimalizaciou v smere jednot-
livych osi.

e Na toto prvé kolo optimalizacie sa divame ako na jeden velky krok ktory nam poslizZi
ako odhad lokalneho smeru gradientu minimalizovanej funkcie.
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e \ykoname vhodni rotéciu stradnicového systému tak, aby prva os po rotécii mala
rovnaky smer ako vykonany efektivny krok. Takto dosiahneme, ze nasledovné kolo uz

prebehne tak, Ze optimalizacia pozdlZ prvej osi bude pravdepodobne dost efektivna a
v tomto smere dokracame dost daleko.

e Optimalizacie v smeroch kolmych na efektivny krok st malo G&inné, ale treba ich
urobit, aby sa ziskal dobry odhad nového efektivneho kroku do dalgieho kola.

Pavel Stavina, Comenius University 34



Simplexova metdda

Z&kladna myslienka (nelinearnej) simplexovej metédy spociva v tom, Ze pracujeme s
rozsiahlejsim objektom ako pri obvyklych kracacich metédach. Momentélny stav je totiz
zadany nie jednym bodom konfiguragného priestoru ale (v pripade N-dimenzionélneho
priestoru) N + 1 bodmi ktoré teda tvoria vrcholy najjednoduchsieho N-rozmerného
priestorového Gtvaru simplexu. (V pripade dvojrozmerného priestoru je tym simplexom
trojuholnik, pri troch rozmeroch je to &tvorsten atd.).

e simplexovd metéda teda nie je striktne lokalna, spractva naraz infromacie z cele
oblasti

e velkost simplexu sa adaptivne meni, takze ma taki velkost, aby vystihol typické
lokalne struktiry vo vySetrovanej oblasti konfiguraéného priestoru
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e nelokidlnost simplexu umozhuje priblizne odhadovat smer efektivneho kroku bez
dodato¢ného prehladavania do stran

e na zaCiatku musime samozrejme zadat Startovaciu konfiguraciu a pociatoény krok
(¢o je N-rozmerny vektor)

o zakladny krok v simplexove] metdde predstavuje nahradenie najhorsie oceneného vr-
cholu nejakym inym bodom tak, aby novovzniknuty simplex bol opat nedegenerovany

e novy simplex konstruujeme tak, Zze novy vrchol hladame v smere k lepsim vrcholom
cez tazisko

e ak je novy simplex lepdi, pokracujeme, kym vhodné zastavovacie kritérium optimali-
zaciu neukondi.
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Gradientné metddy

Mysglienka je obdobna, ako v pripade rotujtcich saradnic

e ako sme videli, pri viacrozmernej minimalizacii je délezité pri kazdom efektivnom
kroku urcit smer lokdlneho gradientu

e nickedy sa to da urobit analyticky a potom nemusime urcovat gradient pomocou
numerickych odhadov a pribliznych metdd

e v ramci algoritmu pripravime okrem procediry, ktord vrati na zavolanie hodnotu
cenovej funkcie i procedaru, ktord vrati vektor gradientu cenovej funkcie v danom

bode
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e metdd, ktoré takito informéciu vyuzivaji je viacero, zahfhame ich pod spologny
nazov gradientné metddy.

o \/ kazdom kroku mame vytyceny smer pozdlz ktorého minimalizujeme podobne ako
pri jednorozmernej minimalizacii.

e starostlivost treba opat venovat adaptivnej volbe kroku.
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Kvadratické metody

Doteraz uvddzané viacrozmerné kracacie metédy maji podobnid nevyhodu ako ich
jednorozmerné ekvivalenty: pomali konvergenciu v oblasti minima.

e tak ako v jednorozmernom pripade, je vyhodné v blizkosti minima vychadzat z vhodne;
kvadratickej reprezentécie cenovej funkcie a urychlit konvergenciu.

e kvadratickd aproximacia stcasne dava moznost odhadnat kvalitu minima, ¢asto totiz
pri minimalizacii nejde len o to néjst minimum, ale aj urcit, & sa jednd o minimum

plytké alebo hlboké a stanovit tak chyby parametrov

e Vo viacrozmernom pripade eSte vystupuje otazka korelacnej analyzy
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Metddy Monte Carlo

e Nahodné &isla a ich pouzitie
e Psecudondhodné ¢isla

e Generatory a ich vlastnosti

Pavel Stavina, Comenius University

40



Nahodné &isla sa pouzivaji napriklad v tychto oblastiach

e kryptografia
e simulacia nejakych procesov
e numerickd optimalizacia

e numerické integrovanie

Pavel Stavina, Comenius University
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e osemetnost pojmu nahodnych &isel v pocitaci si uvedomime asi hned na Gvod, ak
vezmeme do Gvahy fakt, ze klasicky pocitac je striktne deterministické zariadenie

e naozaj nahodné ¢isla ndm produkuji iba hardwarové generatory

e pseudondhodny generdtor nam generuje postupnost Cisel, ktoré maji pozadované

"

e kazdy pseudonahodny generator postaveny na determinis-
tickom algoritme, ma totiz isti periodicitu, s ktorou sa
postupnost opakuje |
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Random seed

e pseudondhodné generatory sa daji zvyCajne Startovat z urlitého miesta generovane;
postupnosti, najcastejSie zadanim nejakého integer Cisla (seed), generator opako-
vane nastartovany z rovnakého seedu presne zopakuje predchadzajicu sekvenciu
pseudondhodnych Cisel

o dolezité je pouzivanie seedu do nidhodného generatora ak chcem jeden dlhy Monte
Carlo run rozdelit na dva kratke

e po preruseni (precitam si prislusny manual aby som vedel ako) je mozné nastartovat
generator tak, aby presne nadviazal na predchadzajicu sekvenciu akoby bez prerusenia

e nicktoré generatory neakceptuji ako seed akékolvek ¢islo (ak si nepre¢itam manual a
toto obmedzenie neviem, a mézem nastartovat generator Gplne zle)
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Optimalizacia (minimalizacia) metédou Monte Carlo

e najjednoduchdou minimalizatnou metddou je tzv. slepé Monte Carlo, ktord spociva
v postupnom nahodnom a nezavislom generovani bodov v konfiguracnom priestore,
vyCisleni cenovej funkcie v generovanom bode a zapamitani si doteraz najlep3e;
nahodne najdenej hopdnoty a bodu v ktorom sa hodnota dosiahla

e Metdda je trividlna na naprogramovanie a pri dostatku strojového Casu nemusi byt
nepouzitelna

e Takéto slepé Monte Carlo nie je vlastne kracacou metédou, pretoze pri hom generacia
dalieho bodu vébec nezavisi od momentélnej konfiguracie

e ak sa body generuji iba v urcitom okoli predpokladaného minima, metéda je uz
krd¢acou metdédou s nedeterministickym krokom:.
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Na zaver priklad na zamyslenie

e nie kazda struktara v datach zatazenych chybami je fyzikalna

e nie vzdy ten fit, ktory vyzerd opticky najlepsie je skutocne najlepsi
e opisujme data tak jednoducho, ako je to len mozné

e pri pouziti privela parametrov je vzdy potrebna opatrnost

e predovietkym pouzivajme vlastny Gsudok a hladajme v datach opis reality

Pavel Stavina, Comenius University
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Presne nameranda nejaka neznama funkcia (body spéja spline)

nejaka funkcia reprezentovana bodmi
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T4 ista funkcia zatazena velkymi chybami, parabolicky fit

nejaka funkcia reprezentovana bodmi
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Do tretice to isté, fit pomocou polynému vyssieho (deviateho) stupna

nejaka funkcia reprezentovana bodmi
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